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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ПЛОТНОСТЕЙ 
И РАСПРЕДЕЛЕНИЙ СУММ НЕЗАВИСИМЫХ ОДИНАКОВО 
РАСПРЕДЕЛЕННЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕКТОРОВ

А. БИКЯЛИС
§ 1. ВведениеВо всем дальнейшем t=(∕1, t2, ∙∙∙, tk), x = (x1, x2, ∙∙∙, ×∣l) — векторы &-мер- ного эвклидового пространства Rk', 111 и | х | — их нормы; (t, х) — скалярное произведение; 0 — нулевой вектор; υ — класс всех борелевских множеств в Rk∙, 7ξ1 (t), Fξl (х)и Pξ1 (Л) = Р {ξ1∈ А}, — соответственно, характеристическая функция, функция распределения и вероятностная функция случайного вектора ξι=(ξu> £12» •••> Šik) c ковариационной матрицей К; Р {...}—вероятность в скобках указанного события; Δ — определитель матрицы F; Q (t) — квадратическая форма, соответствующая V; ocr (t) = =Λf (t, ξ1)r, βr (t)=M I (t, ξ1) ∣r и κr (t) — момент, абсолютный момент и семиинвариант случайной величины (t, ξ1). При этом, пусть ßjr) = М ∣ ξυ∙ ∣r, 

кσJ = M(ξlj-Mξυ)* и β,= ∑ β∕>.
7=1Нам понадобятся многочлены Pr (ω):eχp { Σ ⅛∣ "r}=l + ∑ Λ(ω)1∕. (1)

' г=1 г=1Как известно [1], они имеют вид
г-1 г-1 jγ1 а-i а-i

f.<">-¾⅛1÷∑ Σ Σ ∙--Σ Σ-
/=1 7∙z=∕ ^1=∕-1 7't=2Λ=l

(г-jl) Ul-Jl-ι) - (A-A) ×r-jl+2 (ω) ×jl.jl l+i (ω)... κy∙,-y∙1+2 (ω) ×jl+2 (ω) Х r∕77z-ι ∙∙∙Λ√ι(r-√7+2)l (7∕-√∕-ι + 2)!... (y2-√ι+2)∣ (Λ+2)! ’ 'Пусть
1 r -/(t, ж)-1 β(t)Λ(-φ)(χ)=∙^ f Λ('∙t)e 2 dt. (3)

Для вычисления интеграла Pr(-φ)(x) можно использовать равенство (2). Именно, в (2) произведения сУ"» ω^∙ ω¾ достаточно заменить на частные производные
(__ j y∏ι + ∕π, +.. .+m∣c

j∏,+∕∏ι+. . .+∕πi, .
д*φ(x)

•J mι а тг дх j 0^2
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где φ (х) — плотность fc-мерного нормального закона:

Положим
Λ(-φ)(χ) = f Λ(-φ)(y)<∕y∙ (3')

J,l<*l

Ук<хк
Настоящая работа посвящена изучению остаточного члена в асимпто

тических разложениях для плотности р$п (х), функции распределения 
Fsn (х) и вероятностной функции PS/i (A) = Р {Sne А} суммы

л

независимых одинаково распределенных fc-мерных случайных векторов эвкли
дова пространства Rk.

Не ограничивая общности предположим, что математические ожидания 
компонент вектора ξ1 равны нулю.

В случае, когда случайный вектор ξ1 имеет конечные моменты 5-того 
порядка (5≥3) и ограниченную плотность, тогда

Psπ(x)=2 ^ψ=-y P7(-φ)(x) + Λ,(x)∙

Нас интересует строение остаточного члена Rπ (х), то есть, как он зависит 
от n, к и характеристик случайного вектора ξ1. При к=1 этот вопрос глубоко 
изучил В. Статулявичус в [2]. Следует заметить, что X. Хекендорфом в [3] 

показано, что имеет место равенство Rn (х) =о (и 2 ).
Здесь докажем следующую теорему.
Теорема 1. Если случайный вектор ξ1 с невырожденной ковариационной 

матрицей V имеет конечные моменты s-того порядка (s≥3) и ограничен
ную плотность p^1 (x)≤C<∞, то

Здесь

Γ(α)= f xλ~1 e~x dx, 
о

а С из равенства (10).
Теорема 2. Если случайный вектор ξ1 с невырожденной ковариационной 

матрицей V имеет конечные моменты s-того порядка (s≥3) и его харак
теристическая функция удовлетворяет условие
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то
5-2

(х)=Ф (X) + ∑ (-∙j⅛-)' Pi (- Ф) (х)+о (⅛) ∙ <4>

Асимптотические разложения для Fsn (х) впервые получил Р. Ранга Рао [4] с остаточным членом
Нам удалось снять логарифмический множитель.Будем говорить, что вероятностная функция Pζ1 (Л) имеет абсолютно непрерывную компоненту, если в разложении

Pζ,(Λ)=a f f>(x)dx + (l -a)S(4)
А

а>0. Здесь S (А) — некоторая вероятностная функция.
Теорема 3. Пусть случайный вектор ξ1 с невырожденной ковариацион

ной матрицей V имеет конечные моменты s-того порядка (s≥3), а его 
вероятностная функция имеет абсолютно непрерывную компоненту, тогда 
равномерно по Ае a

s-z s~2
Psn<A)= f rfΦ(x)+∑ (-±y f dPj(-Φ)(x)+o(n~ 2 ).

В случае k<2s теорема 3 была доказана автором в [5]. При s=3 и k<6 эту теорему также доказали Μ. Маматов и Μ. К. Халиков [6].
§ 2. Леммы

Лемма 1 (см. [1]). Пусть h (t) — некоторая s-раз дифференцируемая 
функция, тогда

5-1 5-1 Λ-l л-i л-i

∑ ∑∑×
1=1 j.=i ji ι=i-i jt = 2 л = 1

(—l)'(j-1)!
Х (^→)!(Λ-Λ-1)! 0'2→i)!(7-1)1 Х

4x d~ji h (t) dli~j'l-l h (t) . . . <∕Λ-Λ h (t) d^ h (t)

[Λ(t)]'+1

Здесь d',h (t) — дифференциал v-того порядка функции h (t).
Лемма 2 (см. [1]). При выполнении условий леммы 1 имеет место 

равенство
5-1 5-1 ji~1

⅛)' d∙Λ(t) = d>×(t)+∑ 2 Σ
,∙=1 ∕,.=ι

л-1 Л-1
Σ Σ×

Λ=2 Л=1

________(s— 1)! J κ (t) d, 1 κ (t) ... dj* 71 κ (t) d^i к (⅜)________
X JiJi-ι • • ∙ J2J1 (s-ji-∖)∖ (ji-Ji-1- 1)! U2-J'1-1)! (7ι-l)! ’

где κ (t)=ln h (t).
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Лемма 3 (В. В. Петров [7]). Пусть функция y=y(χ) имеет производ
ную порядка v, тогда при v≤l

⅛S-ΣΣ' ∙^- (⅛)" (⅛)'∙.
r0=l

e∂e∑' обозначает суммирование повеем целым неотрицательным решениям 
системы уравнений

r1+2rz +... +vrυ=v,

r1 + r2 + ... +rt, = r0∙
При этом полагаем 00 = 1. Коэффициенты alυ при всех I удовлетворяют 
неравенство ∣ alv ∣ ≤tvυlυ.

Лемма 4 (см. [1]). Если случайный вектор ξ1 имеет конечные моменты 
s-того порядка, то

I κs(ω) l≤U-l)∣ βs (<■>).
Лемма 5 (см. [1]). При r≤s-2 имеемl,∙<">ls2∙(⅛w]∙" Σj⅛Γv=l
Лемма 6 (см. [1]). Если случайный вектор ξ1 имеет конечные моменты 

третьего порядка, то
« i°",

(6)

k√≠r)!n',u⅜S≤jr-∙
Лемма 7 (см. [1]). Пусть случайный вектор ξ1 имеет конечные моменты 

s-того порядка (s≥3), тогда∣⅛(⅛)-4o"('÷∑><-ι(⅛)∙)H(⅛Γ,⅛'-iβ",
v^1 п -

nDU ΓM0.1jz5'<J2..p Le(t)J < в
Лемма8(сл4. [1]). Если случайный вектор ξ1 с невырожденной ковариа

ционной матрицей V имеет конечные моменты s-того порядка (s≥3), то

G⅛βi(lt∣s~r+itl≡<'+>)) 0(05s х-2 e
для r≤s, m = l, 2, ..., k и
V+1jte2to∖ λ=min{λ1, λ2........λfc}, λ1, λ2,
числа матрицы V

Здесь Csk=(2∙y+r+6) (г+1)! 
λk — характеристические
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Лемма 9 (Г Бергстром [8]). Положим Ф (х) — функция распределения 
k-мерного нормального случайного вектора с нулевыми математическими 
ожиданиями и невырожденной ковариационной матрицей ∣∣μy∣∣, F(х) — 
некоторая функция распределения, a G (х) функция удовлетворяющая 
условия'.

1) F( —∞......... — oo)=(7(-∞, — оо) F(+oo, ÷oo) =
= G (+oo, ..., +оо);

2) дифференцируемая в каждой точке иI ∂gfr) |< с_I dx< ∣"V∣⅛,
Если для всех x∈ Rk

I [F(x)-G(x)]*Φ (≡) ∣≤Λf(ε),
то

I F (х) - G (х) I ≤τ (k) М (ε) +2ε⅛5 Са (к).

Здесь * — знак композиции, а а (к) и τ (к) удовлетворяют равенство

Лемма 10 (С. Н. Бернштейн [9], стр. 71). Если p>Q, q>Q и p + q=∖, 
то для каждого х ≤ у ↑∕npq

∑ _ (")r<7"-m<2e-<
(т—пр) ≥ 2xV npq

§ 3. Доказательство теоремы 1

и

Положим = 2≤⅛l}∙ Поскольку

*¾ω=⅛√ e""*Ml⅛Pt
Rk

V? /IV i г -z<t∙χ)-∣ ß(O

то

Здесь
■Яя (х) =Zi+Ą ÷7a∙ (7)

Σ(⅛)‰>]Λ
1 - -∕(t,x)-l β(t)

/2=(2^jfc J e ⅝v>



410 А. Бикялиси '∙=1⅛2∙~''"M1⅛)λ
Rk∖DОценим интегралы I1, I2 и I3. В силу леммы 72j-i r -у ß(OIΛI≤--------- - ------- ξγ f β,(t)e dt≤

0.99s-1 (2π)fc л 2 Rk

где
≤________ ___________s-

(2π)fc 0.99j-1∕i~ς

РИО
^s∙u≠5 iiß«]2 f 4 - 7 ß ω∫β2(t)e dt,

“k

f Sl(t)e^
Поэтому Vδγ(∣)

IA I ≤------------k——---------- ^=2- sup
0∙99*-∙π2 Г (j-jl/A» 2C помощью неравенства (6) получаем

1 r -4 β (t) ≠ / 2 v 
l'lls‰i' Σ(w) 

⅛)-(SSΓ

(2π)<' .
Rk∖D j=Q

РИО
J

[β(t)]2

j
y [g(t)Γ Jt<
Zι 4vvl a,ξ
v=l-į e<*> 

e 4 rft≤

(8)

s-2s—3М Σ (τ)' f Q1 e*0rft≤ iß«]2 2*<s-*>r(⅛^) " * ,t> «z2
(s+fc-2)π2 Г (j) 1/Дл 2Нетрудно показать, чтоРИО kk~lM iξ1∣aιt∣s-≡ <2(0 " ΔТак как функция распределения случайного вектора ξ1 имеет плотность, существует положительная постоянная с такая, чтоsup IÄ, (t)l = e"c∙∙("[SΓ-sIПо многомерному равенству Парсеваля [10], стр. 67, имеем pįjE f ∣Λ>(t)M= f P(l(×)dx-

Rk Rk

8s-*

j=0 Rk

sup -SĄ-- 
t≠0 -

lβ(*)l2

(9)

TO

(10)



Асимптотические разложения для плотностей 411Из двух последних соотношений немедленно вытекает, что l'∙,⅛⅛ [ ∣⅛(≠r)∣∙'-≈
Rk∖D

≤n2e-cfn-2> [ p½ (x)dx≤Cn2 е~с(п~2'.

RkСоотношения (7—9) и (11) вместе дают утверждение теоремы 1.
(11)

§ 4. Доказательство теоремы 2 и 3

ηy∙=⅛p γ)2j,

Сперва докажем теоремы 2 и 3 для функции распределения FZn (х) и вероятностной функции Pzn (Л) суммы
Л

z"= τ⅛ Σ (¼-Wнезависимых одинаково распределенных случайных векторов η1, η2, η√ fξy, если lξz∣≤lzw>10, если I ξ7∙ I > ]/ п ;Λfηy = (Λfηlj∙, Λfη2y∙, ..., Λ⅛∙).Обозначим: frh (t) и Ą. (х) — характеристическая функция и функция распределения случайного вектора η1 с ковариационной матрицей R; Δ — определитель матрицы К; Q (t) - квадратическая форма соответствующая К; αr (t), βr (t) и κr (t) - момент, абсолютный момент и семиинвариант случайной величины (t, η1-Mη1)j βjr> = Λf ∣ η71 - Mηy∙1 ∣r, σf = Λf (ηλ-Λ∕ηλ)2 И βr = £ β∕>.
7=1Поскольку случайный вектор ξ1 имеет конечные моменты j-toγo порядка, то при s≥v=v1+v2 + ... +г\-, v1, v2, v∣c=0, 1, ..., о имеем

_____ Рξ'* + o(n^ 2 ).
kj

$ —1JWη'] ηgДействительно, η⅛ = Mξ∙J¾ (12)

1 
’ ≤n

Д-Р

≈o(n~).

Кроме того, при
V-S

-^ = o(n 2 ). (13)



412 А. БикялисОчевидно∣jw⅛}1¾ ¾∣≤∣ f ι¾r∙∣χ2l'∙... ∣χkr⅛dp7h(x)+/ Л<1 X l≤∕ ∏+ ∙ζ kl I’-1 x21” I Λ⅛ Γ* I <w⅛ (x) ≤I x l≤∕ л≤Λ 3 f ∣Xι∣p∙∣Λ⅛∣∙⅛ ∣xt∣∙⅛Λ⅛(x) +3 I x ∣>V n+ « 3 [ I *1 lm* I X2 ∣m, ∖Xk∖m*<H⅛(x) = o(n 2 ).4Здесь w1+tm2+...⅛mk=5, m1, m2, ...» mk=0, 1, ...» s.С помощью соотношения (12) нетрудно показать, что существует число 
п0 такое, что для всех n>n0 ковариационная матрица V будет невырождена.Через Pr (ω), Pr ( — φ) (х) и Pr ( — Ф) (х) обозначим многочлены, коэффициенты которых содержат семиинварианты случайного вектора η1- Λfη1. Они определены равенствами (1), (3) и (3').

Ф (х) — функция распределения нормального закона, имеющего те же первые и вторые моменты, что и функция распределения случайного вектора ηι-Λfηi.
Теорема 2'. При выполнении условий теоремы 2 имеем

Γz,(x) = Φ(x) + ⅛ (ψ^)'pj,(-Φ)(x)+o(n~). (14)
Доказательство теоремы 2'. Соотношение (14) достаточно доказать для всех n>n0, п0, вообще, зависит от распределения случайного вектора 

s-2ξ1. ε=δ (и) п 2 , [где δ (w)→0 при ∕ι→oo. Через р„ (х) обозначим плотность абсолютно непрерывной функции распределения Fχn (x)*Φ (γ), а gn (х) — плотность функции
[φ<*)+∑ (-j⅛ypA-φ)ω]*φ (τ)∙

Для всех х ∈ Rk

∣[¾(X)-Φ(X)-∑ (η⅛-)4(-Φ)(x)] * Ф (≡) ∣≤

f ∣A1(y)-ft>(y)ky∙
Переходим к оценке интеграла

f I Pn (У)-ёп (У) I dy.
Rk

(15)



Асимптотические разложения для плотностей 413По обобщенному неравенству Гельдера [11], стр. 196, он не больше произведения k 1∏ į f (• +l‰l2°t+υ)∣Pn(y)-gn(y)l2^y}2t ×
m=l l Rk

k ____1_ 1×ι∕π (1+∣J-,∣2<*÷*>) trfy}2∙ (16)
Rk 1=1Положим∕=∫ ∣p∏(y)-g.(y) l2^y4 = ∫ ∣‰l20t+s,∣A1(y)-Sn(y)My> я*Так как

I - -i (t. у) — / (t, V п Mηl)--⅜-A1(y)=(‰)* J e

*k

m=l, 2......... k,

Q <0

S-(y) = ∙(⅛ f (1 + ∑' (~yΛ(it)) exp {-/(t, y)-⅛- β(t)} rft
Rk j=lто по многомерному равенству Парсеваля'-<⅛ ∕!∙-'''i"M⅛)-'⅜

Rk÷∣>->(⅛),) ∣,

1Оценка I. Пусть Z)o={ t: J ≤ ^⅛^^ J∙ Интеграл I не превосходитсуммы интеграловrl+ y2+ y3= ⅛√ I e-<∙∙ (77)-еЛ<° (1 +
÷∑ r",∙"÷<⅛ / р+>=1 R∣^D0 I+ ∑ ⅛y^t)e-°+s,>H^ +
+w f ∣λ,(^√γ)I e*βwdt∙

Rk∖D0

|2л

(17)



А. БикялисВ силу леммы 7 и соотношения (13)y1≤ 2T9⅛3⅞-t11^ f ltr<'+'>e-t<°at≈o(a-').
dλПри оценке Y2 надо заметить (см. лемму 5), что

P÷∑(⅛)⅛>H∙÷∑(⅛)Xs⅛)a∑λf
Q (t), 8>⅜+,(t)e 4

0.99" (2π)fcΛs-1
≤

Так

(18)

(19)как

s-l 
п 2Γβ,+ ι(t)l s^, "|/л πв случае I g — J >-2g-. ∏ocjιe несложных вычислении получаем y2=0(n-^+2).Теперь оценим интеграл Y3. Пусть Z>1=∣t: ≤случайный вектор ξ1 имеет конечные моменты порядка s≥3, то существует постоянная C1>0, такая, что {t: 11 ∣≤C1]∕λ}⊂ D1. Очевидноγ,%LIa (⅛) r"δ"""+j k- (⅛) r<-s∙"'- 

= ∫ |Л. (-⅛) ∣toe-β<β dt+o(n~^).

l>C1 V ~пДалее, по определению η1, имеем
(20)

∕η,(t)= f ei<,∙*><a⅞1(x)+P {∣ξ1∣>l∕n} =
∣≤vr^n=Ä. (t) +Р {1511 > V«} - f *ft ’> ¾ «•

I х 1>/лПри выполнении условий (С) существует константа C1>0, такая, чтоIΛ(t)l≤e-4для всех 111 ≥ C1 > 0. Следовательно, если 111 ≥ C1, то∣∕ηι(t) ∣≥e^c + 2M∣ξ1l∙ 
пТеперь немедленно получаем∕ k-(⅛)Γe"β-wrfts≈"' f (1+

ltl>Cx∕π C1≤∣tl≤ni+ 2еСЛ^^1|а yne-2cnf∕t÷H2 fe "i dt = o(n~s+*). (21)
It о л*Из (17-21) следует

I=o (n-∙>+8). (22)



Асимптотические разложения для плотностей 415

где
Обратимся к интегралу Im. Имеем 

^m≤ 5∖m+ ^2m+ ^3m+ ∑4m, (23)f as+k I Γe-<(∙.'z"Mη.)p. ∕ ‘
,∣ ∂i^ į į y"Λ√n∕→-⅛,(⅛(⅛)⅛⅜-6"∣у___ 2_ I

lm (2π)fc J
Dm

2

d t

у___ L.
1*m~ (2π)t

Y -Л- 
∙,3"^ (2π)fc

1+ε> ö(t) 5+⅛-l∑ (⅛)⅛->]K f∣Rr"(1⅛Hf i as+k Γe 2 J 13⅛* L

Y --½- 
j*m (2π)fc

и Z>m = ∣t=∣tl≤-^-β√*+* 2∣∙C помощью лемм 1, 2, 5 и 8, а также соотношений (12) и (13), после очевидных вычислений получаем
Ylm≈Y2m=Y3m=o(n-^).Менее наглядна оценка интеграла Y,.- Имеем [Z"‘ (⅛)exp ö<t>} ]=

r=0В силу леммы 2
ds+k.r -< <*■ γ^" s о ft v- ö (0

--------- ¾Fς7—— =е x

(24)
-∣(t√^∏Mη1)-y β(t) 

∂s+k~re 2
^t5mk~r (25)

dtm

jΓ*

Σ4.1-'-*
Л-1 Л-1* ” Σ ∑ hji-1 .. ∙ АЛ (s+k-r-jι-∖) I U∣-ji-ι-1) I.. ∙ (∕1-Λ-1)∣ Oi“ О1x
√ι=2 Λ=l

(s,+Ar—г — 1) I

∂,+k ' ''[-<⅛ V⅛1)-^ β(t)] ∂z' 7'-*[-*(t, VλΛΛ11)-≤ β(t)j

*mk^'^j, a⅛l,~i

a>.-Λ[-1∙(tj ]∕nΛfη1)-y β(t)] ∂>q-i(t, T∕nMτ)1)--^- Q(t)

‘ a⅛~j, a⅛



416 А. БикялисОтсюда заключаем, что
, -∕(t, ∕ πΛfη1)-⅞ β(t)

∂s+k~re 2
∂ts+k~r

-į от s+*-'-,≤c2e ∑ ∣t∣'.
j=0Используя соотношения (12 — 13) и утверждение леммы 3 для характеристической функции ∕jι (τj^) П0ЛУчаем

(26)

п
sr9-s-k

2
r0 ≤

(27)Из (25 -27) следует
I ⅛ [z* (⅛)exp {^'(t’ δ(t)}] ∣≤

s+Λ~1 ε, -

^Hz√⅛)Γt, ∑ lt,7eАнало гично полученной оценке интеграла Y3,rta≤C1n^s+f1 f ∣tpψ,.(^)∣2("-<→e-≡,e⅞t = 0(n→≡).
J=0 Rk∖DmОтсюда и (23—24) вытекает

Im = o(n~s+2). (28)Пользуясь равенствами (12—13) нетрудно показать, что для всех x∈ Rk имеет место равенство
⅛Γp-(-φ)M,φ (τ)→^¾В силу (15), (16), (22), (28) и (29)
[fz„ (X) - ф (х) - ∑ (^=-) Λ(-Φ)(x)]*Φ (-≡) = o(n^~).

(29)
(30)

У тверждение теоремы 2' немедленно вытекает из леммы 9 и соотношений (12) и (30).
Теорема 3'. При выполнении условий теоремы 3 равномерно по Ago

5-2 s~2
Pzn(A) = f <∕Φ(x) + g [ Λ>y(-Φ)(x) + <,√ 2)∙

Доказательство теоремы 3'. Так как случайный вектор ξ1 имеет абсолютно непрерывную компоненту (см. равенство (5)), то его вероятностную функцию можем представить в видеPς1 (A)=pH1(A) + qH2(A), (31)
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где

P = f P(x)dx, ffl(A)=⅛- f p(x)dx,

q=∖-p и H2 (А) — вероятностная функция, с и С выбраны так, чтобы лебе- 
говская мера множества В была положительной и 0 <р < 1.

Для ,,усеченных“ случайных векторов справедлива
π ι1 ∏ 2Λf∣ξ1∣aЛемма 11. При п>—- ----

Λ,(^)=Λβ1∏)+(i-p.)βsW
Здесь Q1 (А) и Q2 (А) — вероятностные функции.

Рп= f Pn(x)dx»į-, Qι(A) = j- f pn(x)d×,

причем характеристическая функция

Я1 (0 = ∫ ei<,^dQl, 
×k 

интегрируемая в квадрате

и для всех t

пl<71(t)l≤⅛ (j5f^ + IMt)∣).
(32)

(33)

z∂eh1 (t) — характеристическая функция, соответствующая вероятностной 
функции H1 (А).

Доказательство леммы 11. По определению η1 и ρn (х), а также (31), 
имеем

А. М) = f pn(x)dx+(l-pπ)Q1(A).
А

тт 2Λflξ1pДалее при п>----- l22j-
р

Р„= f pπ(x)dx= f p(x)dx- f p(x)dx≥p- f dPil≥I x I > V n
В силу равенства Парсеваля интеграл

f ∣91(t)Nt = (2π)* f (j^)*dx
Rk *i

e, 2C(2π)klкончен и не больше---- i——
P

(34)



418 А. БикялисИме ем
g1(t) = - f el<t∙×>p (x)dx≈- f ei(t« x)p (x) dx —

Pn j Pn j
lxl≤∕n Rk

^Λ У e'<,∙x>p(x)dx = ^ ∫ e'<'∙1>p(x)rfx.

I x ∣>V n [ x I >V nОтсюда немедленно получаем неравенство (33). Лемма 11 доказана. По скольку⅛M)=∑ (") Pn79Γ∙'[eiMV"+Λ∕η1)P*[β2μi∕^n + Λ∕η1)r<"-Λ
7=1где gn=l —рп, множество A∖∕w+Λfη1={x]∕n+Mη1∙.xεA}, символ [...]*zобозначает Z-кратную свертку указанных в скобках функций, [β1(^)]*" = = [βι(Λ)p *[22μ)Γ0 и [(β2μ)Γ=[β1μ)rθ*[ρ2μ)p, тоsup∣ Pz,,(A)-∑ f dPj(-Φ)(x) ∣≤

У=0 А≤sup Į ∑ (") P^Γj[βι(Al∕n+Λfη1)]"J*[ρ2(A]∕n+Λfηl)]u"~',-

-∑(⅛)7^-M+∑'(∕∙¼-∙^'
J=Q ' v , АЗдесь ∑'= ∑ h∑'=

I J-"Pn I <У п 1≡ л l√-npll l>V nineДля больших п ⅜<pπ≤p, следовательно, по лемме 10
∑" [")pi4S'i=o(n 2 ).При j ≥ 1 вероятностная функция [Q1 (A]∕ n+Λfη1)p ♦ [β2 (Λ l∕n+Λfyι)Γ(п_л 

абсолютно непрерывна с плотностью gj (х).Нетрудно заметить, чтоsup I У (”)p1nqn~i[QιMl∕w+Mη1)p*[ρ2(^]∕n+Λfη1)]*<"->>- λ∈o I •-∑ (⅛y f l≤2 f I ∑∖ttj)piπ-jgj(*)-
J=o ' v n , А Rk-∑ {^-yP∕(-φ)W I <fχ=P (35>

Далее, при помощи обобщенного неравенства Гельдера получаем7≤ ∏ { f (1 + 1 X∕lsf,+*>)∣ ∑ (")p^ΓyftW-
'-I 1¾-∑ (^⅛-)4(-φ)w Гdxj“ { f ∏ (1+⅛∣2tt+<*<⅛ji∙(36)
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Y,= f ∣X,∣8ls÷*>∣ ∑'(")pi∣g!-j9j(×)-∑ (r⅛r-yp>(-φ)(x) j’rfx.

Rk ;=о

и

Пользуясь равенством Парсеваля можем записать ι--⅛1 f μ,o>-∑(1⅛-)⅛11)3ii" ∣∙λ
Rk j=0^<⅛∕∣⅞⅛[".c>-∑(⅛)'⅛<<->∙40"]!∙λ

≈√'>-∑,"i⅛= ⅛ (≠∙) ⅛)
q1 (t) и ih (О — характеристические функции Q1 (Л) и βa (Л). Очевидно

1 -

1



420 А. БикялисПри доказательстве теоремы 2' было показано, что
Y1=Y2=Y5=Ys = o(n~^).При этом, в силу леммы 10 Yi = o (n~s+2).Лемма 3 дает

k r-I ∂m , ч 1 λ 2 I ∕ t ∖ ∣np-V л In л-m.|_ o,(t)∣≤c^∣91(-)∣
Вероятностная функция случайного вектора ξ1 имеет абсолютно непрерывную компоненту, следовательно, для всех ∣t∣≥δ>O существует положительная константа c=c(δ) такая, чтоIΛx (t) Непоэтому из неравенства (33) и (34) вытекаетI . e~c ∕1 l ecM∖ ξ112∖0 + ——∙Y

прОтсюда и утверждения леммы 11 следуетy3=o(w"s+2).Получили
Y=Y1 = 0(n~s+2Y

,—c

Нетрудно заметить, что
I (⅛Γ ∕ !=o<n ^^>∙Из (34), (35) и двух последних равенств вытекает утверждение тоеремы 3'

Лемма 12

sup i Σ (^iτ^Y Г rf[^(-φ)w-p√(-φ)(χ-Vnjtf¾)] ∣=o<" 2 )•
Иео I ⅛, \ V» ) ∙' IДоказательство леммы 12. Имеем

(37)



Асимптотические разложения для плотностей 421Далее, по многомерному равенству Парсеваля
5-2

+ (2π)⅛

;=о
r I j^2 -4 β в) - β(t)+.∙(t, ∕nMηl) ∣2
f ∣∑ [P,(<t)e 2 -Pj(it)e 2 ]∣rft +\ ;-0
r i įs+t 1^2 -⅛ c<,> - -7 0(∙>+<(<. ∣'"M*> 12
∫⅛ Σ [Λ('t)* 2 -Λ('∙t)e 2 ] Λ∙
∖ w j=0Из (12), (13), (37) и (38) следует утвреждение леммы 12. Утверждения теорем 2 и 3 немедленно вытекает из неравенстваI P {S„ еА }-P {Z„ еЛ-↑∕^nMril} ∣ ≤nP { ∣ξ11>√⅛ леммы 12 и теорем 2' и 3'.В заключение хочу выразить глубокую благодарность проф. И. Кубилюсу за постановку задачи и ценные советы.

Вильнюский Государственный 
университет им. В. Капсукаса
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NEPRIKLAUSOMŲ VIENODAI PASISKIRSČIUSIŲ ATSITIKTINIŲ 
VEKTORIŲ SUMŲ TANKIŲ IR PASISKIRSTYMO FUNKCIJŲ 
ASIMPTOTINIAI IŠDĖSTYMAI

A. Bikelis

{Reziumė)

Darbe nagrinėjama nepriklausomų vienodai pasiskirsčiusių £-mačių atsitiktinių vektorių 
ξι,ζ2,∙..,ζπ sumos 

n

tankio funkcijos ps∏ (x), pasiskirstymo funkcijos Fs (x) ir tikimybinės funkcijos Ps (A) asimp- 
totinio išdėstymo liekamasis narys.
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THE ASYMPTOTIC EXPANSIONS OF THE DISTRIBUTION FUNCTION 
AND OF DENSITY FUNCTION I FOR THE SUMS OF INDEPENDENT 
IDENTICALLY DISTRIBUTED RANDOM VECTORS

A. BIRELIS

(Summary)

Let
n

S"=⅛ Σ ⅛

be a sum of independent identically distributed A>dimensional random vectors ζ1, ζ2,..., ζn.
In this paper are considered the remainder terms of asymptotic expansions of the density 

function (x) and of the distribution function Fs∏ (x) for the sum Sπ. Moreover it is given the rate 
of convergence of the probability function Ps∏ (A) of the standardized sum Sn to a probability 
function Φ (A) with a Ar-dimensional normal law.


